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ــی کشش ســطحی  ــط جهــت پیش بین ــه رواب ارائ
تمام تحلیلــی  و  نیمه تحلیلــی  به صــورت 
ترمودینامیــک  توابــع  از  بهره گیــری  بــا 

لــی لکو بین مو

چكيده

ــذار  ــر تأثيرگ ــورد نظ ــيال م ــازی س ــادل ف ــر تع ــه ب ــد ک ــود دارن ــای ســطحی وج ــيال، نيروه ــای س ــواره در ســطح مشــترک فازه هم
ــی،( یــک کششــی وجــود دارد.  ــه و دافعــه مولكول ــه ميــان ایــن نيروهــا )شــامل نيروهــای جاذب می باشــند. به دليــل عــدم وجــود موازن
یــک شــاخص کمــی از کشــش مولكولــی در ســطح مشــترک فــاز بخــار و مایــع، کشش ســطحی می باشــد کــه به عنــوان نيــروی اعمــال 
شــده بــر واحــد طــول ســطح مشــترک و یــا انــرژی در واحــد ســطح مشــترک تعریــف می گــردد. کشش ســطحی تنهــا هنگامــی وجــود 
ــات  ــی کشش ســطحی در مطالع ــن کاربردهــای ارزیاب ــادل باشــند. از مهم تری ــار هــم در حــال تع ــع در کن ــاز بخــار و مای دارد کــه دو ف
مخــزن، پيش بينــی فشــار موئينگــی جهــت در نظــر گرفتــن نيروهــای ســطحی بــر توزیــع ســيال درون یــک مخــزن و تخميــن فشــار 
امتزاجــی کمينــه در فرآیندهــای تزریــق گاز می باشــد. اگرچــه تراوایــی نســبی به شــدت وابســته بــه کشش ســطحی می باشــد، ارزیابــی 
ــه  ــن مطالع ــود. در ای ــر خواهــد ب ــن پارامت ــر ای ــز به شــدت تحــت تأثي ــط متخلخــل ني ــازی در محي ــد ف ــان چن ــار جری دیناميكــی رفت
ــری  ــدل دو پارامت ــی شــامل م ــن مولكول ــای ترمودیناميكــی بي ــری از مدل ه ــا بهره گي ــی کشش ســطحی ب مدل ســازی جهــت پيش بين
ــا در  ــيعی از دم ــدوده وس ــی در مح ــام تحليل ــورت تم ــی به ص ــری چاه-مربع ــه پارامت ــدل س ــی و م ــورت نيمه-تحليل ــز به ص لنارد-جون
ــا ســنگين( و ســيالات غيرهيدروکربونــی  ــرای ســيالات هيدروکربونــی )ســبک ت مقيــاس تــوده توســعه یافتــه اســت. مقایســه نتایــج ب
ــالا و ســادگی ریاضــی نســبت  ــری ب ــل انعطاف پذی ــی به دلي ــدل چاه-مربع ــق م ــی کشش ســطحی از طری ــه پيش بين ــد ک نشــان می ده

بــه مــدل لنارد-جونــز، بــا داده هــای تجربــی تطبيــق قابــل توجهــی ارائــه نمــوده اســت.

ــارد-  ــدل لن ــی، م ــاه- مربع ــدل چ ــی، م ــن مولکول ــک بی ــای ترمودینامی ــدل ه ــطحی، م ــدي: کشش س ــات كلي كلم
ــز، مقیــاس تــوده جون
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مقدمه

جذاب تریــن  از  یكــی  به عنــوان  کشش ســطحی 
پيامدهــای تأثيرگــذار نيروهــای بيــن مولكولــی در ســطوح 
ســيال، یــک ویژگــی فيزیكی-شــيميایی مهــم و مرتبــط 
بــا پدیده هــای طبيعــی متعــدد و کاربردهــای عملــی 
نيــز می باشــد ]1-4[. طبــق تعریــف، کشش ســطحی 
ــد  ــه ازای واح ــطح ب ــه س ــه در صفح ــت ک ــی اس نيروی
اعمــال می شــود ]5 و 6[. تلاش هــای نظــری  طــول 
بســياری بــرای محاســبه کشش ســطحی های اجــزای 
خالــص و مخلــوط هــا بــا پيــروی از رویكردهــای تجربــی 
ــه  ــز ب ــی ني ــات قبل ــده و در مطالع ــام ش ــون انج گوناگ
تفصيــل بيــان گردیــده اســت. بــرای مثــال، به عنــوان یــک 
ــی پيشــنهاد  ــج، مــک لئــود یــک فرمــول تجرب مــدل رای
کــرد و کشش ســطحی فــاز مایــع در حــال تعــادل بــا فــاز 
بخــار آن را به عنــوان تابعــی از چگالــی فــاز مربوطــه 
ــزودن  ــا اف ــود ب ــک لئ ــول م ــداً، فرم ــرد ]7[. بع ــه ک ارائ
ــه  ــور اصــلاح شــد ک ــام پاراک ــه ن ــد ب ــر جدی ــک پارامت ی
ــه  ــور ک ــود، اینط ــده ب ــت آم ــی به دس ــاختار مولكول از س
فرمــول مــک لئــود اصــلاح شــده به عنــوان مــدل پاراکــور 
ــته،  ــای گذش ــد ]8[. در دهه ه ــناخته گردی ــده و ش نامي
مــدل پاراکــور بــه یكــی از متداول تریــن روش هــای مــورد 
اســتفاده بــرای محاســبات کشش ســطحی به واســطه 
ــل شــده اســت ]9- ــان ســاده تبدی ــرد خــوب و بي عملك

ــی  ــی و ذات ــت اصل ــه محدودی ــال، س ــن ح 12[. در همي
ــوع  ــترده و متن ــای گس ــه در کاربرده ــور ک ــدل پاراک م
پاراکــور  )الــف(  اســت:  عبــارت  آن ظاهــر شــده اند، 
ــا اســت در حالی کــه شــكل  ــه دم ــر وابســته ب ــک پارامت ی
ــت  ــت؛ )ب( ماهي ــناخته اس ــا ناش ــا دم ــردی آن ب عملك
تجربــی پاراکــور، اســتخراج یــک بيــان تحليلــی و دقيــق 
ــراف  ــن انح ــد ميانگي ــد و )ج( درص ــن می کن را غيرممك
محاســبه  کشش ســطحی های  در   )%AAD( مطلــق 
ــی اجــزای  ــا پيچيــده شــدن ســاختارهای مولكول شــده ب
ــه  ــا تكي ــد ]12 و 13[. ب ــش می یابن ــه افزای ــورد مطالع م
بــر ترمودیناميــک آمــاری، یــک رویكــرد مناســب و 
محاســبه  تحليلــی  بيــان  به منظــور  دســترس  قابــل 
ــب،  ــن ترتي ــه ای ــت. ب ــه اس ــعه یافت ــطحی توس کشش س

یــک فرمــول دقيــق از کشش ســطحی بــرای یــک ســطح 
صفحــه ای مشــترک مایع-بخــار بــا در نظــر گرفتــن ذرات 
ــا اســتفاده از  متقابــل جفتــی پيشــنهاد شــد ]14[، کــه ب
آن کشش ســطحی را می تــوان از طریــق شبيه ســازی 
ــا شبيه ســازی های دیناميكــی  ــو ]15 و 16[ ی مونــت کارل
مولكولــی، تئــوری تابعــی چگالــی ]17-20[ و توابــع 
ــا  ــرد ]21[. ب ــبه ک ــراری محاس ــای تك ــا رویه ه ــع ب توزی
ــل توجهــی از  ــدار قاب ــوق به مق ــن وجــود، روش هــای ف ای
ــری  ــدل نظ ــک م ــس از آن، ی ــد. پ ــاز دارن ــبات ني محاس
ســاده براســاس تئــوری اغتشــاش حاصــل از ترمودیناميک 
ــد.  ــاد گردی ــطحی ایج ــبه کشش س ــرای محاس ــاری ب آم
ــه  ــی ب ــش مولكول ــيل برهم کن ــه پتانس ــب ک ــن ترتي بدی
دو بخــش مرجــع و مغشــوش بــا اســتفاده از تئــوری 
اغتشــاش تقســيم گردیــد. در ایــن تئــوری خــواص مــدل 
مرجــع فــرض می شــود کــه شــناخته شــده اند و خــواص 
تمــام سيســتم بــا ميانگين گيــری مناســب اغتشــاش 
ــتفاده از  ــود ]22[. اس ــن زده می ش ــع تخمي ــدل مرج م
ــرای محاســبه دقيــق کشش ســطحی  ــوری اغتشــاش ب تئ
ــادی  ــا حــد زی ــن موضــوع ت ــد شــده اســت. ای ــلًا تایي قب
ــه  ــيالات در درج ــاختار س ــه س ــت ک ــل اس ــن دلي ــه ای ب
اول از طریــق بخــش دافعــه تعييــن می  شــود درحالی کــه 
ــت در  ــه ای یكنواخ ــيل  زمين ــک پتانس ــه ی ــش جاذب بخ

ــد. ــه می کن ــی ارائ ــت مولكول حرک

ــری از  ــا بهره گي ــراً در روشــی دیگــر کشش ســطحی ب اخي
روش انــرژی لایــه ســطحی بــرای یــک ســطح صفحــه ای 
ــيل  ــرژی پتانس ــری از ان ــا بهره گي ــار ب ــترک مایع-بخ مش
ــده  ــبه گردی ــار محاس ــع- بخ ــع و مای ــی مایع-مای مولكول
اســت. نتایــج حاصــل از ایــن روش کــه بــرای پيش بينــی 
ــا  ــده اســت ت ــه گردی کشش ســطحی اجــزای مختلــف ارائ
ــر  ــه حاض ــد ]23[. در مطالع ــول می باش ــل قب ــدی قاب ح
ــور  ــی به منظ ــام تحليل ــی و تم ــه تحليل ــه نيم ــک رابط ی
ــاش  ــوری اغتش ــاس تئ ــطحی براس ــی کشش س پيش بين
برگرفتــه از ترمودیناميــک آمــاری بــا بهره گيــری از توابــع 
پتانســيل بيــن مولكولــی )شــامل تابــع دو پارامتــری لنــارد 
جونــز و تابــع ســه پارامتــری چــاه مربعــی( توســعه یافتــه 

اســت. 
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نتایــج بــرای محــدوده وســيعی از دمــا ارائــه و بــا داده های 
آزمایشــگاهی مقایســه گردیده انــد.

تئوری

ــن تنســور فشــار  ــاف )براســاس در نظرگرفت ــوود و ب کرک
ــرای کشش ســطحی  ــق ب ــان دقي ــک بي ميكروســكوپی( ی
ــل  ــتم ذرات متقاب ــع در سيس ــاس بخار-مای ــطح تم در س

جفتی به دست آوردند ]14[.  
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ــن  ــتم ناهمگ ــاط r1 و r2 سيس ــع در نق ــای واق مولكول ه
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توزیــع جفــت سيســتم اســت و )ρ)l چگالــی عــددی 
محاســبه  به منظــور   1 رابطــه  از  اســتفاده  اســت.  آن 
 ρ)2( و ρ)l( ــا ــه ب ــش در رابط ــد دان ــطحی نيازمن کشش س
اســت. چالشــی کــه بــا آن مواجــه می باشــيم، عــدم 
ــبه  ــور محاس ــق به منظ ــی و دقي ــک روش علم ــود ی وج
ــری از  ــا بهره گي ــع، ب ــع توزی ــا و تواب ــک از چگالی ه هری
ــل  ــرای ح ــا ب ــن ج ــت. در ای ــيل )r( اuا اس ــش پتانس دان
ــم  ــر می گيری ــرض را در نظ ــاده ترین ف ــئله س ــن مس ای
بــه ایــن معنــا کــه )z(اρ یــک ثابــت برابــر بــا ρl در طــرف 
مایــع ســطح تقســيم کننده  اســت و در طــرف دیگــر 
ســطح تقســيم کننده، ρg≈0 اســت ]24[. بــا ایــن تفاســير 
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عبــارت                              می تــوان  بــالا  فــرض  گرفتــن  نظــر  در  بــا 

کــرد: بازنویســی  زیــر  به صــورت  را   ρ2 )r1,r2(
2
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ــيال  ــعاعی س ــع ش ــع توزی ــارت )g)r تاب ــن عب ــه در ای ک
ــار توســط فاولــر  همگــن اســت. ایــن تقریــب نخســتين ب
ــا روش  ــرای γ ب ــی ب ــه فرمول ــبب ارائ ــد و س ــه گردی ارائ

ــد ]25[: ــاوت گردی متف
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ــيال  ــرای س ــعاعی ب ــع ش ــع توزی ــه در آن )g(r;ρl تاب ک
همــوژن بــا چگالــی ρl می باشــد. تابــع )g(r;ρl را می تــوان 

ــش  ــا پراکن ــس ی ــعه ایك ــيله اش ــی به وس ــورت تجرب به ص
ــازهای  ــک شبيه س ــددی به کم ــورت ع ــا به ص ــی ی نوترون
ــا دیناميــک مولكولــی تعييــن کــرد. در  ــو و ی مونــت کارل
ــاظ  ــه از لح ــور ایك ــطحی )γ( به منظ ــبه کشش س محاس
کمــی دقيق تــر باشــد، بایــد وابســتگی شــدید تابــع 
 g ــذا ــود، ل ــه ش ــر گرفت ــی در نظ ــه چگال ــتگی ب همبس
را به صــورت )g)r;ρl(=e-βu(r) y(r;ρl ارائــه می کنيــم کــه 
ــه ذکــر  ــه مــی شــود. لازم ب ــره گفت ــع حف ــه )y(r;ρl تاب ب
ــور  ــام دارد. به منظ ــن ن ــت بولتزم ــت β=1⁄KT و K ثاب اس
ــيل  ــع پتانس ــوان تاب ــبه می ت ــود محاس ــازی و بهب ساده س

ــرد: ــی ک ــر بازنویس ــورت زی )u)r را به ص
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کــه در روابــط فــوق ε، انــرژی پتانســيل کمينــه در فاصلــه 
بيــن مولكولــی rm اســت. ایــده اصلــی رویكــرد اغتشاشــات 
در نظریــه مایعــات، کــه بــه واندروالــس برمی گــردد، ایــن 
ــه   ــم در درج ــيال متراک ــک س ــاختار ی ــه در س ــت ک اس
ــه  ــه پتانســيل تعامــل )در نظری اول توســط قســمت دافع
WCA( تعييــن می شــود ]26[. بخــش جاذبــه، )u1 )r یــک 

پتانســيل زمينــه ای یكنواخــت را فراهــم می کنــد کــه در 
آن مولكول هــا حرکــت می کننــد بنابرایــن نيروهــای 
ــا  ــع ب ــتم مرج ــلال در سيس ــک اخت ــوان ی ــه به عن جاذب
 r<rm ــه ــد. در دامن ــار می کنن ــه )u0 )r رفت ــيل دافع پتانس
ــا قســمت دافعــه آن جایگزیــن  می تــوان تابــع حفــره را ب

کــرد، یعنــی:
0 ) (

0 0) ; ( ) ; (u r
l ly r e g rβρ ρ=                                                  )6(

ــتگی  ــع همبس ــع تاب ــتم مرج ــه در آن )g0 (r;ρl  سيس ک
ــر  ــع متغي ــه )y0 )r تاب ــت ک ــر اس ــایان ذک ــد. ش می باش
ــه ــا ک ــد. از آنج ــه )g0 )r می باش ــبت ب ــری از r نس کندت

 )r( u0 به شــدت دافعــه اســت، )y0 )r بــه هــر شــكل 
خاصــی از پتانســيل دافعــه نســبتاً حســاس نيســت؛ 
ــتم  ــک سيس ــابه ی ــرد مش ــا عملك ــوان ب ــن می ت بنابرای
کــره ســخت بــا قطــر مؤثــر آن را به صــورت زیــر تقریــب 

:]27[ زد 
0 ) ; ( ) , ( ) , (l d l d ly r y d g dρ ρ ρ+≈ =                              )7(
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ــط  ــده توس ــه ش ــول ارائ ــبه )g)d+;ρl از فرم ــرای محاس ب
کارناهــان اســتارلينگ اســتفاده می کنيــم کــه تــا محــدوده 
ــد ]28[: ــه می ده ــی را ارائ ــج دقيق ــاد، نتای ــی انجم چگال
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 hard را تحــت عنــوان φ d=(π/6)d3ρl در عبــارت فــوق
sphere packing fraction شناســایی می کنيــم کــه در 

آن d قطــر مؤثــر و ρl چگالــی مایــع می باشــد. بــا در 
ــه  ــازی های گفت ــال ساده س ــات و اعم ــن فرضي نظــر گرفت
بــرای کشش ســطحی  نهایــی  تحليلــی  بيــان  شــده، 
به صــورت زیــر ارائــه می گــردد کــه از نظــر چگالــی 

می باشــد: صریــح 
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در رابطــه f)r( ،9 تحــت عنــوان تابــع مایــر به صــورت زیــر 
ــردد: ــف می گ تعری
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نتيجــه فــوق بــا تعييــن )ρl (T یــا براســاس روابــط 
پيشــنهادی بــرازش شــده بــا دیتاهــای تجربــی ارائه شــده 
در مطالعــات گذشــته ]29[ و یــا براســاس روابــط حالــت 
ــر نيــز  ــرای محاســبه قطــر موث ]30[ تعييــن می گــردد. ب
ــه  ــم ک ــتفاده می کني ــون اس ــر و هندرس ــوری بارک از تئ
ــرم  ــک ف ــط ی ــت و توس ــع دماس ــط تاب ــق آن d فق طب

ــود ]31[: ــه می ش ــته ارائ ــی بس تحليل
[ ]0

0

1 exp) ) ((d dr u rβ
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= − −∫                                      )11(

مدل و تئوری بالک )لنارد جونز(

تابــع لنــارد جونــز یــک تابــع پتانســيل بيــن مولكولــی دو 
ــارن کــروی می باشــد.  ــرای مولكول هــای متق ــری ب پارامت
شــكل کلــی رابطــه لنــارد جونــز از قــرار ذیــل می باشــد:

12 6) ( 4 ) ( ) (u r
r r
σ σε  = −  

                                            )12(
ــم  ــرژی )می نيم ــاه ان ــق چ ــر ε عم ــوق پارامت ــع ف در تاب
ــه  ــا ک ــدان معن ــورد، ب ــر برخ ــيل(، و σ قط ــرژی پتانس ان
ــدار پتانســيل u)r(=0 رخ  ــی در مق ــن مولكول ــش بي جدای
ــن  ــز بهتری ــارد جون ــر، رابطــه لن ــارت دیگ ــد. به عب می ده
ــناخته  ــری ش ــی دو پارامت ــن مولكول ــيل بي ــع پتانس تاب

ــای  ــا مولكول ه ــک و ی ــای کوچ ــرای مولكول ه ــده ب ش
غيرقطبــی می باشــد. در تابــع لنــارد جونــز دیــواره دافعــه 
ــر  ــن ام ــی دارد. ای ــيب متناه ــا ش ــت ام ــودی نيس عم
نشــان دهنده آن اســت کــه اگــر دو مولكــول دارای انــرژی 
ــوذ  ــه نف ــادر ب ــن اســت ق ــند، ممك ــی باش جنبشــی بالای
ــند.  ــز باش ــورد σ ني ــر برخ ــر از قط ــل کوچک ت ــه فواص ب
توابــع پتانســيل بــا چنيــن خاصيتــی، پتانســيل کره-نــرم 
ــيل  ــع پتانس ــی تاب ــا جایگزین ــود ]32[. ب ــده می ش نامي
ــه رویكــرد  ــوط ب ــز رابطــه12 در رابطــه 5 مرب ــارد جون لن

ــردد: ــل می گ ــر حاص ــط زی ــات، رواب اغتشاش
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لازم بــه ذکــر اســت کــه شــعاع می نيمــم در تابــع 

ــد . 6 می باش 2mr σ= ــا  ــر ب ــز براب ــيل لنارد-جون پتانس
پارامترهــا و توابــع مــورد نيــاز جهــت جایگزینــی در رابطــه 
ــه 9  ــطحی رابط ــبه کشش س ــه محاس ــوط ب ــی مرب اصل
ــبه  ــز محاس ــارد جون ــيل لن ــع پتانس ــری از تاب ــا بهره گي ب

ــد: ــر می باش ــرار زی ــد، از ق می گردن

2 ) (B T 1. ضریب دوم ویریال 
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در عبــارت فــوق پارامتــر H1/2 تابــع چنــد جملــه ای 
می باشــد.  2/1 مرتبــه  از  هرميــت 

)d( 2. قطر مؤثر
قطــر مؤثــر از طریــق رابطــه ارائــه شــده توســط بارکــر و 

ــردد ]31[: ــه می گ ــل ارائ ــورت ذی ــون به ص هندرس
1

2 3

) ( aT bd T
a T a

σ+
=

+
                                                   )15(

ضرایــب a1,a2,a3,b در مطالعــه حاضــر مجــدداً از قــرار ذیــل 
ــاز توليــد شــده اند(: تنظيــم شــده اند )ب

1 2 30.56165 , 0.60899 , 0.92868 , 0.9718K Ka a a b
ε ε

= = = =          )16(
ــن  ــر گرفت ــا درنظ ــوق ب ــب ف ــت ضرای ــر اس ــه ذک لازم ب
ــر  ــه بارک ــه مطالع ــبت ب ــی نس ــيع تر دمای ــدوده وس مح
ــی  ــده اند. چگال ــه ش ــده و ارائ ــت آم ــون به دس و هندرس
ــط  ــه توس ــت ک ــه حال ــک رابط ــيله ی ــع )ρl (T به وس مای
ــردد.  ــن می گ ــت، تعيي ــه شده اس ــون ارائ ــانگ و ميس س
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یــک تكنيــک آشــفتگی مشــابه آنچــه در بــالا توضيــح داده 
ــری اعمــال شــود کــه  ــد در رابطــه تراکم پذی شــد می توان
منجــر به رابطــه حالــت ســانگ و ميســون می شــود ]30[

21 ) ; ( 1d l
p B g d
KT

ρ αρ ρ
ρ

+ = + + −                             )17(
 α و B2 ــت و ــددی اس ــی ع ــار و ρ چگال ــه در آن p فش ک
ــی و مرجــع  ــال سيســتم اصل ــب دوم ویری به ترتيــب ضری

ــوند: ــف می ش ــر تعری ــورت زی ــه به ص ــند ک می باش
2 ) (

2
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) ( 2 1 u rB T dr r e βπ
∞
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0 ) (2
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) ( 2 1
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u rT dr r e βα π − = − ∫
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ــرایط  ــال ش ــا اعم ــوان ب ــی را می ت ــع تعادل ــی مای چگال
تعــادل فــازی از رابطــه 17 به دســت آورد:
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که μ پتانسيل شيميایی ناميده می شود.
بــا توجــه بــه تقریــب فاولــر، می تــوان فــاز بخــار را 
ــر  ــز درنظ ــی ناچي ــا چگال ــده آل ب ــک گاز ای ــوان ی به عن
ــه  ــا حــل رابطــه جبــری مرتب ــن رو )ρl (T ب ــت؛ از ای گرف

چهــارم زیــر حاصــل می گــردد:
2) ( ) ; ( 1 ) ( 1l d l lT g d B Tα ρ ρ ρ+ − = − −                                )21(

ــی مایــع از طریــق حــل رابطــه فــوق در  در نهایــت چگال
ــردد. ــل می گ ــر حاص ــای موردنظ دم

ــه  ــوط ب ــی مرب ــل در رابطــه اصل ــای دخي ــایر پارامتره س
ــددی و  ــورت ع ــه 9 به ص ــطحی رابط ــبه کشش س محاس
ــط 8، 17، 19 و 21  ــده در رواب ــه ش ــع ارائ ــق تواب از طری
محاســبه و جایگزیــن می گــردد. در نهایــت بــا جایگزینــی 
توابــع و پارامترهــای فــوق الذکــر در رابطــه 9 بــرای 
ــه  ــز ب محاســبه کشش ســطحی از طریــق رابطــه  لناردجون

ــر دســت خواهيــم یافــت: فرمــت نيمــه تحليلــی زی
2
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) ( 1 1) ( ) ) ; ( 1( ) (
3 612

mr

d l
KT g d dr f r r

KT

ε εσ ρ
π

+

  
       × Γ − Γ Η − + −                

  

∫

)22(
مدل و تئوری بالک )چاه– مربعی(

ــع  ــک تاب ــز ی ــارد جون ــده پتانســيل لن ــناخته ش ــع ش تاب
ــور  ــاس به منظ ــن اس ــر ای ــد. ب ــاده نمی باش ــی س ریاض
ــاس  ــه براس ــرح اولي ــی ط ــبات، نوع ــازی محاس ساده س

شــكل کلــی تابــع لنــارد جونــز پيشــنهاد گردیــده اســت. 
ــن  ــع، ای ــن تاب ــتگی در ای ــک ناپيوس ــود ی ــطه  وج به واس
طــرح اوليــه کامــلًا نوعــی ساده ســازی غيرواقعــی به نظــر 
ــل در برداشــتن ســادگی ریاضــی  می رســد وليكــن به دلي
و انعطاف پذیــری قابــل ملاحظــه، کاربــرد آن را بــرای 
انعطاف پذیــری  ایــن  می نمایــد.  عملی تــر  محاســبات 
به دليــل وجــود ســه پارامتــر قابــل تنظيــم در ایــن تابــع 
می باشــد: قطــر برخــورد σ، عمــق چــاه ε )می نيمــم 

.R ــاه ــه چ ــای کاهــش یافت ــرژی پتانســيل( و پهن ان
تابع پتانسيل چاه-مربعی عبارت است از:

) (
0

r
u r r R

r

σ
ε σ σ

σ

∞ → ≤
= − → < ≤
 → >

                         )23(

مــدل چاه-مربعــی دارای دیــواره دافعــه ای بــا شــيب 
کــره  از  صــورت  ایــن  در  کــه  می باشــد  بی نهایــت 
نفوذناپذیــر )کــره ســخت( کــه بــا یــک ناحيــه نفوذ پذیــر 

ــت ]32[. ــده اس ــه گردی احاط
بــا جایگزینــی تابــع چاه-مربعــی در رابطــه 5 مربــوط بــه 

ــر حاصــل می گــردد: ــط زی رویكــرد اغتشاشــات، رواب
0

1

) (
0

0
) (

0

r
u r

r

r
u r r R

R r

σ
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σ
ε σ σ
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∞ → ≤
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)24(

پارامترهــا و توابــع مــورد نيــاز جهــت جایگزینــی در رابطــه 
ــه 9  ــطحی رابط ــبه کشش س ــه محاس ــوط ب ــی مرب اصل
ــبه  ــی محاس ــيل چاه-مربع ــع پتانس ــری از تاب ــا بهره گي ب

ــد: ــر می باش ــرار زی ــد، از ق می گردن
1- تابع مایر

[ ]

1

) ( exp ) ( 1 1
0

KT

r

f r u r e r R
R r

ε

σ

β σ σ
σ

− → <

= − − = − → < <
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)25(

2- ضریب دوم ویریال سيستم اصلی
3 3 3

2
2) ( ) 1(
3

KTB T R R e
επ σ

 
= − − 

 
                                  )26(

3- ضریب دوم ویریال سيستم مرجع
32) (

3
T πα σ=                                                       )27(

4- قطر مؤثر

[ ] [ ] [ ]0
0 0

1 exp ) ( 1 0 1 1d u r dr dr dr
σ

σ

β σ
∞ ∞

 = − − = − + − = ∫ ∫ ∫ )28(
5- چگالی مایع
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بــرای محاســبه چگالــی مایــع از رابطــه زیــر کــه از 
طریــق بــرازش بــا دیتاهــای تعــادلات فــازی مایــع و بخــار 
ارائــه شــده توســط زرون و دیتاهــای ارائــه شــده توســط 
ــا 1/5 و 1/75( در  ــر ب ــن R براب ــا درنظــر گرفت ســينق )ب
ایــن مطالعــه حاصــل و ارائــه گردیــده اســت، بــه فرمــت 

ــود ]29 و 33[: ــتفاده می ش ــر اس زی
2

2

0.8 3.79 2.28
0.66 1.62 3.02

T T Ta b c R d e R f R

a b c
d e f

ρ
ε ε ε

     = + + × + × + × + × ×     
     

= = − =
= − = − =

              
)29(

بــا جای گــذاری تابــع پتانســيل چاه-مربعــی در تابــع 
ــه محاســبه کشش ســطحی  ــوط ب مایــر رابطــه اصلــی مرب
ــر  ــورت زی ــه 9 به ص ــلات اول و دوم رابط ــه 9، جم رابط

محاســبه می گــردد:
جمله اول:

)30(
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جمله دوم:
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4
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0 0
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) ( exp ) ( 1
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m mr r

drf r r u r r dr σβ = − − = − ∫ ∫        )31(

از  اســتفاده  بــا  کشش ســطحی  رابطــه  نهایــت  در 
ــبه  ــر محاس ــورت زی ــی به ص ــاه مربع ــيل چ ــع پتانس تاب

: د می گــرد

4
2 4) 1 ) 1() 1(( ) 1() 1(

2 4
KT

l dKT e R g
επ σγ ρ  = − + − − + − −  

)32(

نتایج و بحث

ــع  ــط حاصــل از تاب ــری از رواب ــا بهره گي ــن بخــش ب در ای
ــز به صــورت نيمــه تحليلــی و چــاه- پتانســيل لنــارد جون

مربعــی به صــورت کامــلا تحليلــی، کشش ســطحی مربــوط 
ــان،  ــی مت ــزء هيدروکربن ــه ج ــامل س ــزء ش ــج ج ــه پن ب
بوتــان، اکتــان و دو جــزء غيــر هيدروکربنــی آرگــون و دی 
اکســيد کربــن در مقيــاس تــوده در محــدوده وســيعی از 
دمــا محاســبه گردیــده و نتایــج بــا دیتاهــای آزمایشــگاهی 
تطبيــق داده می شــود. شــایان ذکــر اســت به منظــور 
بهره گيــری از توابــع یــاد شــده نيــاز بــه محاســبات 

ــر  ــرای ه ــع ب ــر تاب ــده ه ــاص داده ش ــای اختص پارامتره
ــد. ــزء می باش ج

σ و ε تابع پتانسيل لنارد جونز: پارامترهای
R و σ و ε تابع پتانسيل چاه-مربعی: پارامترهای

اغلــب پارامترهــای مولكولــی فــوق الذکــر از طریــق 
داده هــای ترمودیناميكــی ماننــد ضریــب دوم ویریــال 
ــد  ــال مانن ــواص انتق ــه خ ــوط ب ــای مرب ــا پارامتره و ی
ویســكوزیته و ضریــب نفــوذ محاســبه می گــردد ]34[. از 
ــع  ــه شــده، تواب ــع پتانســيل فرضــی/ ارائ آن جایی کــه تواب
ــی  ــک تقریب ــط ی ــه فق ــند بلك ــی نمی باش ــيل واقع پتانس
از رفتــار بيــن مولكولــی ارائــه می کننــد؛ در نتيجــه 
پارامترهــای مولكولــی هــر تابــع پتانســيل کــه از خــواص 
مختلــف ترمودیناميكــی بــرای یــک ســيال به دســت 
می آینــد، دارای مقادیــر متفاوتــی می باشــند. از ایــن 
ــی، از  ــواص تعادل ــبه خ ــرای محاس ــد ب ــرار باش ــر ق رو اگ
ــن  ــرژی پتانســيل خاصــی اســتفاده شــود، بهتری ــع ان تاب
از  مربوطــه  پارامترهــای  محاســبه ی  و  ارزیابــی  روش 
ــه می باشــد. ــورد مطالع ــت م ــا خاصي ــی مشــابه ب خاصيت

از آن جایی کــه کشش ســطحی یــک پارامتــر تعادلــی 
می باشــد، مجــاز بــه اســتفاده از ســایر پارامترهــای 
ــع ترمودیناميكــی در محاســبات  ــی حاصــل از تواب مولكول
ــای  ــور پارامتره ــن منظ ــيم. بدی ــطحی نمی باش کشش س
مولكولــی هــر جــزء بــا به کارگيــری دیتــای آزمایشــگاهی 
ــازی  ــزء تنظيم س ــان ج ــه هم ــوط ب ــطحی مرب کشش س
ــازی  ــم س ــل از تنظي ــج حاص ــردد. نتای ــبه می گ و محاس
و محاســبه پارامترهــای مولكولــی هــر جــزء بــا دیتاهــای 
آزمایشــگاهی موجــود بــرای مــدل لناردجونــز در جــدول 1 
و بــرای مــدل چاه-مربعــی در جــدول 2 ارائــه شــده اســت.

جدول 1 پارامترهای تنظيم سازی شده مدل لنارد- جونز در مقياس توده
𝜀𝜎جزء

متان1363/6
بوتان296/54/15
اکتان3995/25

آرگون102/23/1
دی اکسيد کربن223/53/5
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جدول 2 پارامترهای تنظيم سازی شده مدل چاه- مربعی در مقياس توده

R𝜀𝜎جزء
متان1/6748100/43503/7724
بوتان1/6498229/07054/7681
اکتان1/6514304/78715/4808
آرگون1/631782/05483/3212
دی اکسيد کربن1/7599126/67053/3551

بــا  کشش ســطحی  محاســبات  از  حاصــل  نتایــج 
بهره گيــری از توابــع پتانســيل لنــارد جونــز و چــاه-

ــرای  ــم شــده ب ــای تنظي ــتفاده از پارامتره ــا اس ــی ب مربع
هــر مــدل مطابــق جــدول 1 و 2 در شــكل 1 بــرای اجــزا 
هيدروکربنــی و در شــكل 2 بــرای اجــزا غيرهيدروکربنــی 
در مقایســه بــا نتایج آزمایشــگاهی بــرای محدوده وســيعی 
ــی(  ــه بحران ــک نقط ــا نزدی ــن ت ــای پایي ــا )دماه از دم
ــود  ــاهده می ش ــج مش ــق نتای ــت. مطاب ــده اس ــه گردی ارائ
اجــزا ســنگين تر،  بــرای  مقــدار کشش ســطحی  کــه 
ــن  ــوان مهم تری ــر آن و به عن ــلاوه ب ــد. ع ــر می باش بيش ت
نتيجــه، مــدل چــاه مربعــی بــرای همــه محــدوده دمایــی 

درنظــر گرفتــه شــده تطبيــق بســيار خوبــی بــا دیتاهــای 
ــای  ــز از دماه ــدل لناردجون ــن م آزمایشــگاهی دارد ولی ک
ــل ملاحظــه(  ــاد )قاب ــالا انحــراف بســيار زی ــا ب متوســط ت
بــا نتایــج آزمایشــگاهی نشــان می دهــد. ایــن امــر 
ــلاوه  ــی ع ــدل چاه-مربع ــه م ــت ک ــان دهنده آن اس نش
ــع آن  ــه تب ــی و ب ــازی های ریاض ــودن ساده س ــر دارا ب ب
انعطاف پذیــری قابــل ملاحظــه، به خوبــی و بــا دقــت بــالا 
ــزا  ــرای اج ــطحی را ب ــر کشش س ــت مقادی ــته اس توانس
ــزای  ــن اج ــنگين( و همچني ــا س ــی )ســبک ت هيدروکربن
غيرهيدروکربنــی پرکاربــرد در مســائل علمــی و مهندســی 
ــد. ــی نمای ــون پيش بين ــن و آرگ ــيد کرب ــد دی اکس مانن
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شــکل 1 مقایســه مقادیــر کشش ســطحی تجربــی ســه جــزء هيدروکربنــی بــا مقادیــر محاســبه شــده توســط مــدل چاه-مربعــی و مــدل 
لنارد-جونــز بــرای الــف( متــان، ب( نرمــال بوتــان و ج( نرمــال اوکتــان
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شــکل 2 مقایســه مقادیــر کشش ســطحی تجربــی دو جــزء غيرهيدروکربنــی بــا مقادیــر محاســبه شــده توســط مــدل چاه-مربعــی و مــدل 
لنارد-جونــز بــرای الــف( دی اکســيد کربــن و ب( آرگــون

نتيجه گيری

کاربردهــای  در  به ســزایی  اهميــت  از  کشش ســطحی 
می باشــد.  برخــوردار  طبيعــی  پدیده هــای  و  عملــی 
در  کشش ســطحی  ارزیابــی  کاربردهــای  مهم تریــن  از 
ــت  ــی جه ــار موئينگ ــی فش ــزن، پيش بين ــات مخ مطالع
درنظــر گرفتــن نيروهــای ســطحی بــر توزیــع ســيال درون 
یــک مخــزن و حتــی تخميــن فشــار امتزاجــی کمينــه در 
فرآیندهــای تزریــق گاز می باشــد. در ایــن مطالعــه براســاس 
تئــوری اغتشــاش منتــج از ترمودیناميــک آمــاری، روابــط 
نيمــه تحليلــی و تمــام تحليلــی به منظــور پيش بينــی 
کشش ســطحی اجــزای هيدروکربنــی و غيرهيدروکربنــی در 
مقيــاس تــوده به ترتيــب بــا بهره گيــری از مــدل پتانســيل 
ــری  ــز و ســه پارامت ــری لناردجون ــی دو پارامت ــن مولكول بي
ــج نشــان می دهــد  چاه-مربعــی توســعه یافتــه اســت. نتای
ــاه- ــدل چ ــتفاده از م ــا اس ــطحی ب ــی کشش س پيش بين

مربعــی بــه طــور دقيــق بــرای همــه محدوده هــای دمایــی 
ــه  ــد درحالی ک ــی نمای ــق م ــگاهی تطبي ــج آزمایش ــا نتای ب
پيش بينــی کشش ســطحی مربــوط بــه مــدل لنــارد 
جونــز از دماهــای متوســط تــا دماهــای بــالا دارای انحــراف 
ــز  ــه آنالي ــد. به طوری ک ــادی می باش ــه و زی ــل ملاحظ قاب
ــاه- ــدل چ ــز و م ــدل لنارد-جون ــاری و اعتبار ســنجی م آم

مربعــی مربــوط بــه دماهــای متوســط تا دماهــای بــالا برای 
ــورت  ــا به ص ــه خطاه ــاس ارائ ــه، براس ــورد مطالع ــزاء م اج
کمــی بــرای جــزء متــان )نماینــده اجــزاء هيدروکربــوری( 
بــرای دی  و  و%5/5  ميــزان خطــای %97/3  به ترتيــب 
غيرهيدروکربــوری(  اجــزاء  )نماینــده  کربــن  اکســيد 
نشــان  را   %5/53 و   %177 خطــای  ميــزان  به ترتيــب 
می دهــد. در انتهــا رابطــه ســاده ی کامــلًا تحليلــی توســعه 
ــی  ــری چاه-مربع ــه پارامت ــدل س ــاس م ــده براس یافته ش
ــون در  ــيالات گوناگ ــطحی س ــی کشش س ــت پيش بين جه

ــردد. ــنهاد می گ ــوده پيش ــاس ت مقي
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Introduction 
Commencing with the realm of statistical 
thermodynamics, a viable and suitable method 
is devised for the analytical representation and 
computation of surface tensions (STs). As a result, 
a precise formulation for STs in the context of a 
planar liquid-vapor interface, accounting for pairwise 
interactions among particles, is put forth. This 
formulation enables the calculation of STs through 
various means, including Monte Carlo or molecular 
dynamic simulations, density functional theory, and 
iterative procedures based on distribution functions 
[1-8].
Nonetheless, the methods mentioned above demand 
a substantial computational effort. Subsequently, a 
straightforward theoretical model, based on perturbation 
theory within the realm of statistical thermodynamics, 
was developed for the computation of surface tensions 
(STs). The intermolecular interaction potential is 
broken down into two components: the reference and 
perturbative, employing perturbation theory. Here, 
the reference model properties are assumed to be 
well-known, and the complete system is determined 
by appropriately averaging the perturbations to the 
reference model. The utilization of perturbation theory 
has been verified as an accurate means of calculating 
STs. This is primarily attributed to the fact that 
fluid structures are predominantly influenced by the 
repulsive interaction component, while the attractive 

component provides a uniform background potential 
for molecular movement [9, 10]. 

Materials and Methods
The fundamental concept underlying the perturbation 
approach within the theory of liquids, which has its 
roots in van der Waals’ work, centers on the notion 
that the arrangement of particles in a dense fluid is 
predominantly influenced by the repulsive segment of 
the interaction potential (u0(r), as outlined in the WCA 
theory). The attractive component, u1(r), serves as a 
uniform background potential within which molecules 
move. Consequently, attractive forces are considered 
a perturbation within the reference system, where the 
primary focus is on the repulsive potential u0(r) [11]. 
Hence, the ST is determined utilizing a statistical-
mechanical perturbation technique founded on the 
decomposition of the interaction potential according 
to the Weeks-Chandler-Andersen (WCA) method. 
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Where, ε>0 is the depth of potential and rm is its 
minimum position:  
By applying the perturbation method and considering 
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the relevant assumptions, the final analytical expression 
for surface tension is presented as follows, which is 
based on the explicit density:
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• f(r) is defined as Mayer’s function as follows:
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• ρl (T) density of saturated liquid is determined based 
on the proposed relationships fitted with experimental 
data presented in past studies [12] or based on 
equations of state [13]. 
• g(d+; ρl) is calculated from the formula provided by 
Carnahan Starling, which provides accurate results up 
to the freezing density range [14]: 
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−
                                                (4)

In the above expression, dφ =(π/6)d3 ρl is identified as 
hard sphere packing fraction, where d is the effective 
diameter and ρl is the liquid density.
• The effective diameter d is also calculated from the 
theory of Barker and Henderson, according to which d 
is only a function of temperature and is provided by a 
closed analytical form [15]. 
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Lennard-Jones Model
The Lennard-Jones model is probably the best known 
two-parameter intermolecular potential function for 
nonpolar molecules.
The general form of the Leonard Jones equation is as 
follows:

12 6( ) 4 ( ) ( )u r
r r
σ σε  = −  

                                                 (6)

Where ε is the depth of energy well (minimum 
potential energy) and σ is the collision diameter, i.e., 
the separation where u(r)=0  
Finally, the surface tension is calculated using the 
Lennard-Jones potential function and perturbation 
theory in the following semi-analytical format:
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Square-well Model
The Lennard-Jones potential is not a simple 
mathematical function. To simplify calculations, a 
crude potential was proposed having the general shape 
of the Lennard-Jones function. This crude potential is 
obviously an unrealistic simplification because it has 
discontinuities, but its mathematical simplicity and 

flexibility make it useful for practical calculations. 
The flexibility arises from the square-well potential’s 
three adjustable parameters:
The collision diameter σ the well depth (minimum 
potential energy) ε, and the reduced well width R.
The square-well potential function is as follows:
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Finally, using the square well potential function and 
perturbation theory, the surface tension equation is 
calculated fully analytical as follows:
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                                                                                       (9)
Results and Discussion
The results of manipulating and calculating the 
molecular parameters of each component with the 
available laboratory data for the Lennard-Jones model 
are presented in Table 1 and for the well-square model 
in Table 2.

Table 1 manipulated parameters of Lennard-Jones model.

𝜀𝜎Component

1363.6Methane
296.54.51Butane
3995.25Octane
102.23.1Argon

223.53.5Carbon dioxide

Table 2 Manipulated parameters of the well-square model.
R𝜀𝜎Component
1.6748100.43503.7724Methane
1.6498229.07054.7681Butane
1.6514304.78715.4808Octane
1.631782.05483.3212Argon
1.7599126.67053.3551Carbon dioxide

In the following, using the parameters set for each 
model, the results of surface tension calculations for 
the three hydrocarbon components methane, butane 
and octane in Fig. 1 and for the two non-hydrocarbon 
components argon and carbon dioxide in Fig. 2 in 
a wide range of the temperature is presented and 
compared with the laboratory data.
The results show that the square well model has a 
very good match with the laboratory data for all the 
considered temperature ranges, but the Lennard Jones 
model has a significant deviation from the laboratory 
results from medium to high temperatures.



10Petroleum Research, 2023(October-November), Vol. 33, No. 131

Fig. 1 Comparison of experimental IFT values of three hydrocarbon components with values calculated by square-well model 
and Lennard-Jones model a) methane, b) n-butane and c) n-octane.

Fig. 2 Comparing the experimental IFT values of two non-hydrocarbon components with the values calculated by the Square-
well model and the Lennard-Jones model a) Carbon dioxide and b) Argon.

Conclusions
Statistical analysis and validation of the Lennard-Jones 
model and the square-well model related to medium 
to high temperatures for the studied components, 
based on the quantitative presentation of errors for the 
methane component (representative of hydrocarbon 
components), respectively, the error rate is 97.3% and 
5.5% % and for carbon dioxide (representative of non-
hydrocarbon components) it shows the error rate of 
177% and 5.53%, respectively.
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